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‘ 1. Introducao |

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo Pisano,
Leonardo de Pisa ou ainda Leonardo Bigollo, € um dos matematicos
mais importantes da histéria. Segundo Ramos (2013, p. 3), Fibo-
nacci “foi para muitos o matematico europeu mais original e ca-
paz do Periodo Medieval”’, e dentre suas contribuicoes destaca-se
a obra Liber Abacci, publicada em 1202. Nela, sao tratados assun-
tos aritméticos e algébricos e, além disso, essa publicacao teve um
importante papel na introducao dos algarismos indo-arabicos na Eu-
ropa. A obra traz uma série de problemas matematicos, tais como
aqueles relacionados ao calculo de raizes quadraticas e cubicas, o
problema do resto chinés e o problema da reproducao de coelhos.

Este ultimo problema é que da origem a sequéncia de Fibonacci,
e a sua solucao tem forte relacao com uma constante que € motivo de
muita admiracao na matematica. Trata-se do numero de ouro, o qual
foi batizado em 1899 pelo matematico Mark Barr pela letra grega phi
(¢) como uma forma de homenagem ao grande escultor grego Fidias,
ou ainda, Phidias (RAMOQOS, 2013).

Diante disso, neste trabalho, o qual foi desenvolvido a partir do
Programa de Bolsa de Incentivo Académico (BIA) da UFRPE, apre-
sentamos a solucao do referido problema e exibimos a definicao do
numero de ouro. Além disso, serao apresentados alguns exemplos de
propriedades algébricas e aplicacdes que a sequéncia de Fibonacci
e ¢ possuem, e também como ambos estao conectados. Com isso,
esperamos despertar uma maior apreciagcao quanto a esses temas e,
conseguentemente, quanto a matematica como um todo.

‘ 2. Objetivos |

Apresentar a sequéncia de Fibonacci e de que forma podemos
determinar um termo qualquer pertencente a ela, como também exi-
bir a definicao de ¢, para que seja possivel, por fim, mostrar a relagao
gue existe entre esses temas.

‘ 3. Metodologia |

Para alcancar os objetivos tragados, utilizamos de pesquisa bibli-
ografica para fundamentar os conceitos e os resultados utilizados ao
longo do texto, como também para servir como um indicativo de fonte
para um maior aprofundamento nos temas trabalhados.

‘ 4. Apresentacao e discussao dos dados |

4.1 Sequencia de Fibonacci

O problema que origina a sequéncia de Fibonacci pode ser enun-
ciado da seguinte forma: Em um patio fechado coloca-se um casal de
coelhos. Supondo que em cada més, a partir do segundo més de
vida, cada casal se torna fértil, isto &, da origem a um novo casal,
ao fim de um ano, quantos casais de coelhos estao no patio? Nesse
problema, nao ha perdas de coelhos e, assim, a solugcao para os 6
primeiros meses pode ser representada pela Figura (1.

Numero de meses Numero de casais

1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
Casal infertil Mesmo casal
. Casalféertd - _____ Novo casal

Figura 1 - Problema de reproducao de coelhos nos 6 primeiros meses
Fonte: Autoria prépria

Portanto, podemos perceber que, a partir do terceiro més, a
quantidade de casais em determinado més € dada pela soma do
numero de casais nos dois meses anteriores. Sendo assim, obtemos
uma sequéncia em que 0s dois primeiros termos sao iguais a 1 €
0s demais termos sao dados pela soma dos seus dois antecessores.
Nessa sequéncia, a posicao de um termo representa seu respectivo
més e o valor que o termo assume corresponde ao total de casais
naquele més, como indicado a seguir:

(1, 1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, - - - )

Essa é a famosa sequéncia de Fibonacci e podemos defini-la de
forma recursiva através da equacao f, = f,—1 + fn—9, COM n > 3
e fi = fo = 1. Além disso, f, representa o numero de casais no
n-€simo més. Dessa forma, apds doze meses havera 144 casais de
coelhos no patio. Além disso, podemos encontrar uma expressao que
nos forneca a quantidade de casais em um més apenas em funcgao
do valor de n. Essa expressao, cuja demonstracao consta em Ramos
(2013), € conhecida como Férmula de Binet e € dada por:

fn\%.{<1+2\/5>" (1_;5)”}.

A sequéncia de Fibonacci possui uma série de propriedades
algébricas que podem ser vistas com mais detalhes em Leopoldino
(2016), Lovasz, Pelikan e Vesztergombi (2003) e Ramos (2013). Den-
tre elas, temos que dois termos consecutivos dessa sequéncia sao
primos entre si, ou seja, 0 MDC entre eles vale 1. Além disso, a soma
dos n primeiros termos da sequéncia sera dada pela diferenca entre

n
otermo (n—2)el,isto &, » fun= fopo— L.
n=1
Além das propriedades algébricas que possui, &€ impressionante,

conforme afirma Ramos (2013), como 0os numeros da sequéncia de
Fibonacci aparecem nos mais variados campos, tais como na geome-
tria, na teoria dos numeros e na genética. Além disso, eles se mani-
festam em fendmenos da natureza, como na distribuicao de sementes
de um girassol e na arvore genealdgica de um zangao.

4.2 Numero de ouro (¢)

Podemos definir o numero de ouro a partir da divisao de um seg-
mento em média e extrema razao. Dividir um segmento AB em média
e extrema razao consiste em determinar um ponto ' nesse segmento
de forma que o segmento AB esteja para o segmento AC assim como
o segmento AC esta para o segmento C' B, como expresso abaixo e
representado na figura a seguir.

AB AC

yTelRelz (1)

Figura 1 - Divisdao de um segmento em média e extrema razao
Fonte: Autoria prdpria

Entao, podemos definir ¢ = AB/AC = AC/CB e ao determinar
que AB = a, AC =z e CB = a — z, quando substituirmos esses va-
lores em (), obteremos a equacao z° + az — a® = 0. Solucionando-a

em funcao de x, segue
o = a 5 ,

(=)
T = —a ;

e como z expressa o valor do segmento AC, temos que apenas a
solugao z9 nos satisfaz. Por definicao, temos que ¢ = AB/AC = a/x.
Logo, substituindo o valor de x, obtemos:

o _14V5 14V
h 2

T 2

& ~ 1,6180339- - -

em que AB/AC, a razao que define ¢, € chamada de razao aurea.
Além disso, ¢ possui algumas propriedades algébricas bem inte-

ressantes, tal como o fato de podermos obter seu quadrado somando

1 ao seu valor, isto &, ¢2 = ¢ + 1. Em Belini (2015), Huntley (1985) e

Ramos (2013), podemos observar essa e algumas outras proprieda-
des algébricas que ¢ possui, e de que forma a propor¢cao aurea esta
presente na geometria, como, por exemplo, no retangulo aureo.

4.3 Relacoes entre a sequencia de Fibonacci e ¢

Podemos observar que a Formula de Binet pode ser dada em
funcao de ¢. Uma vez que

1 1+v5)  [1-v5\ 146
fn—%' 5 — 5 e ¢= 5

podemos reescrever a Formula de Binet como

fnz%-w”—(l—@”}.

7
Ela nos traz um fato curioso pois percebemos que 0s numeros da
sequéncia de Fibonacci, os quais sao naturais, podem ser gerados a
partir de poténcias do numero de ouro, que por sua vez € irracional.

Uma outra relacao muito interessante € o fato de que, ao reali-
zarmos a divisao entre dois elementos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci, notaremos que, quanto maiores forem os valores desses
elementos, essa razao ira se aproximar cada vez mais do valor de ¢.
Desta forma, temos o seguinte resultado

lim fn+1 :gb,

n—00 fn

o qual encontra-se demonstrado em Ramos (2013) e € valido, con-
forme Huntley (1985), para qualquer sequéncia de Fibonacci.

‘ 5. Consideracoes finais |

Diante do que foi exibido neste trabalho, uma sequéncia didatica
pode ser montada como produto para ser aplicado em sala de aula,
fazendo-se uso da sequéncia de Fibonacci e do niumero de ouro
a partir do problema de reproducao de coelhos e da divisao de
um segmento em média e extrema razao. Podemos trabalhar nesta
sequéncia didatica algumas propriedades algébricas e aplicacoes
que foram brevemente introduzidas neste trabalho, bem como a inte-
ressante relacao entre a sequéncia de Fibonacci e o niumero de ouro,
observando que a divisao de sucessivos termos dessa sequéncia se
aproxima cada vez mais de ¢.

Dessa forma, dada a rigueza e a variedade de temas que podem
ser abordados a partir desses dois conteudos, tais como a geome-
tria, a teoria dos numeros, manipulacoes algébricas e manisfestacoes
na natureza, acreditamos que essa relacao pode ser uma forte ferra-
menta a ser trabalhada em sala de aula com alunos dos anos finais
do ensino médio e até mesmo dos anos iniciais da graduagao, pro-
porcionando uma maior admiracao destes para com a matematica.
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