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XX SEMANA DE MATEMATICA

Introducao

A Teoria de grafos € um ramo da matematica que estuda a relacao entre objetos de um deter-
minado conjunto. O estudo dessa teoria deu-se inicio com o matematico suico Leonhard Euler
por volta de 1736 através do problema das pontes de Konigsberg que, no seculo XVIII, consis-
tia em um conjunto de sete pontes que cruzava o rio Pregel conectando duas ilhas entre si. Por
muito tempo os habitantes perguntavam-se se era possivel passar por todas as pontes em uma
caminhada continua sem passar duas vezes por qualquer uma das pontes.

A caracteristica de Euler-Poincaré ou simplesmente caracteristica de Euler, foi utilizada inicial-
mente para poliedros e teve fundamental papel para demonstracao de diversos resultados da
geometria que foram descobertos posteriormente. Além disso a caracteristica de Euler também
foi usada para classificar os poliedros de Platao e atualmente é muito utilizada em topologia
algébrica e homologia. O objetivo desse trabalho € demonstrar a caracteristica de Euler para
teoria de grafos relacionando vértices, arestas e circuitos.

Conceitos basicos de Grafos

Grafos sao usados para estudar relagoes entre os objetos de um determinado conjunto, por exem-
plo representar arvores genealdgicas e graus de parentescos no qual os vértices sao os individuos
e as arestas sao os parentescos. A definicao a seguir nos entrega de forma matematica o que
vem a ser um grafo.

Definicao 1 Chamamos de grafo o par G = (V,A) em que V = V(G) é um conjunto finito nao
vazio de vértices e A = A(G) € um subconjunto de V' x VV chamado de conjunto de aresta.

Um caminho de comprimento r ou apenas caminho € um subconjunto do conjunto de arestas da
forma {(v;,, vy,), (Vi vi,), - -, (Vi _,,v;,) . Quando o primeiro vertice da primeira aresta e o segundo
vértice da ultima aresta sdo iguais chamamos o caminho de circuito. Um grafo G é dito conexo se
dado um par qualquer de vértices em G, existe pelo menos um caminho entre eles. Chamamos
de laco arestas do tipo (v, v). Um grafo € simples se & conexo e nao possui lagos e uma arvore €
um grafo simples que nao possui circuitos.
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Exemplos de grafos.

Teorema 1 O niumero de arestas de uma arvore com n vertices é n — 1.

Demonstracao: Para demonstrar o resultado procedemos por inducao finita sobre o nimero de
vértices de G. Sejam G = (V, A) um grafo do tipo arvore se G possui um unico vertice nada temos
que mostrar.

Suponha que G tenham k vértices e considere u, v € V tal que (u,v) € A. Sabemos, pela definicao
de arvore, que GG n&o possui circuitos, isto posto ao retirarmos a aresta (u, v) separamos em um
par de arvores (G; € GG» o grafo GG. Suponha que K e k9 sao as quantidades de vértices dos grafos
(G e Gy respectivamente. Entao, por hipotese de indugcao o niumero de arestas de G; e Go sao
k1 — 1 e ko — 1 respectivamente.

Portanto se acrescentarmos a aresta (u,v) novamente teremos que o0 numero de arestas de G €
dado por (k1 —1)+ (ko—1)4+1 = ky+ ko — 1. Como ki + k9 = k concluimos que G tem k — 1 arestas.

Caracteristica de Euler para grafos

Definicao 2 Seja G = (V, A) um grafo entao a caracteristica de Euler de G, denotada por x(G), €
a diferenca entre a quantidade de vértices e a quantidade de arestas.

O teorema a seguir relaciona a caracteristica de Euler de um grafo qualquer com a sua quanti-
dade de circuitos. Esse teorema sera utilizado posteriormente para a demonstracao do resultado
principal desse trabalho.

Teorema 2 A caracteristica de Euler de um grafo com a quantidade ¢ de circuito € 1 — c.

Demonstracao: Seja G = (V, A) um grafo com c circuitos. Se retirarmos uma aresta de cada cir-
cuito obtemos um novo grafo G’ do tipo arvore com a mesma quantidade de vértices de G porém
com c arestas a menos que G. Logo #A(G) = #A(G’) + c e pelo Teorema 1| #A(G') = #V(G) — 1.
Entdo x(G) = #V(G) — #A(G) = #V(G) — FAG") + ¢) = #V(G) — (#V(G) —1+¢) = 1 —c
concluindo a demonstracao.

Um grafo G € planar se admite uma representacao grafica no plano na qual linhas que represen-
tam arestas diferentes nao se intersectam, a nao ser nos extremos, no caso das arestas serem
incidentes num ou mais vértices em comum. Em um grafo planar G o numero de faces é a quan-
tidade de circuitos de sua representacao planar e a regiao infinita.
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Exemplo de grafo com representacao planar.

Teorema 3 (Caracteristica de Euler para Grafos Planares) Se G é um grafo planar conexo com
V vertices, A arestas e F faces em uma representacao planar, tem-se V. — A=2— F.

Demonstracao:Observe que se G nao tem circuito entao G é uma arvore e portanto tem V
vértices, V' — 1 arestas e 1 face concluindo que V' — A = 2 — F. Suponha que G tem ao menos um
circuito entao G tem pelo menos duas arestas. Para mostrar esse caso procedemos por inducao
sobre a quantidade de arestas.

Se G tem duas arestas, € conexo, planar e tem um circuito entao G tem 2 vértices e 2 faces entao
V-A=2-2=0=2-F.

V ={1,2}
A= {(17 1)3 (17 2)}

Caso em que o grafo possui duas aresta e um circuito.

Suponha que em todo grafo com A arestas temos a validade do resultado entao seja G um grafo
planar com A + 1 arestas, V' vértices e F faces. Note que ao remover uma aresta de um dos
circuitos de G obtemos um grafo G/ com A arestas, V' vértices e F' — 1 faces. Por hipotese de
inducdo em G’ temos V — A+ F — 1 =2, logo para G temos

V—(A+ 1)+ F=V-A-14+F=V-A+F—-1=2

Isto &, V — A =2 — I’ concluindo a demonstracao.
Com o Teorema 3 deduzimos que V. — A + F' = 2 0 que implica em x(G) + F ser invariante em
grafos planares alcancando o objetivo proposto no trabalho.
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