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‘ 1. Resumo I

Neste poster abordaremos os Teorema de Ceva e de Menelaus, teora-
mas de épocas diferentes, mas intimamente ligados, porém nao equi-
valentes. Além das validacoes de ambos os teoremas, exploraremos
algumas aplicacoes e justificaremos o titulo deste trabalho analisando
a relacao entre os dois teoremas. Utilizaremos o GeoGebra como ferra-
menta auxiliar na construcao de figuras e comprovagao dos resultados.

‘ 2. Introducao |

Menelaus, com suas importantes contribuicoes na area de Geometria.
Nascido em 70 d.C., viveu durante toda sua juventude em Alexandria,
mudando-se quando mais velho para Roma com o objetivo de conti-
nuar seus estudos. Esse alexandrinense &€ mais conhecido pela obra
Sphaerica, que trata de superficies esféricas e por um teorema que
leva 0 seu nome e que sera um dos objetos de estudo deste trabalho.
O Teorema de Menelaus lida com tridangulos e proporcoes que uma reta
gera ao partir seus lados e prolongamentos de lados desse triangulo.
Em outro momento da historia, aproximadamente 15 séculos depois do
nascimento de Menelaus, nasce na ltalia, filho de uma familia bastante
numerosa, Giovanni Ceva. Um matematico promissor e consequen-
temente tornou-se matematico, fisico e engenheiro hidraulico. Além
disso, em 1678 Publicou o livro “De lineis rectis se invicem secantibus,
Statica constructio”, e como seu percursor Menelaus, ele demonstra o
teorema que posteriormente levara o seu nome, ademais, nesse livro
Ceva cita o Teorema de Menelaus. Posto isso, cabe evidenciar o Te-
orema de Ceva, tal teorema trata-se de uma relacao envolvendo um
triangulo e as suas cevianas.

Ao decorrer deste trabalho, dados dois pontos A e B quaisquer, de-
notaremos por AB 0 segmento que une os pontos A e B, por AB a
medida do segmento AB e por MV a reta que passa por A e B. De-
notaremos também por AABC' o triangulo definido por trés pontos nao
colineares A, B e C, por ZABC o menor angulo definido por AB e BC.
Por ultimo, denotaremos a area do AABC por [ABC].

‘ 3. O Teorema de Ceva I

Definicao 1. Uma ceviana de um triangulo € um segmento de reta que
liga um vértice a um ponto do lado oposto ou ao prologamento desse
lado. Portanto, se X, Y e Z sao pontos nos lados BC, AC e AB ou nos
seus prolongamentos, respectivamente de um AABC, os segmentos
AX, BY e C'Z sao cevianas.

Alguns exemplos particulares de cevianas sao as medianas, alturas e
bissetrizes. Esse termo tem origem no nome do matematico ja citado
italiano Giovanni Ceva.

Teorema (Ceva). Dado AABC qualquer e as cevianas AX, BY

e CY, essas cevianas sao todas concorrentes, se e somente se,
AZ BX CY .

BZ CX AY

[wn]

Figura 1: Teorema de Ceva. [Fonte: Autores.]

Demonstracao: (=) Suponha que as cevianas internas AX, BY e CZ
sao concorrentes. por relacao de triangulos de mesma altura, temos

que . _
AZ  |AZC o AZ  |AZP]
BZ [BZC) BZ |[BZP])
Usando a regra simples de proporgao, obtemos que
AZ  |AZC)—[AZP]
BZ |[BZC)-[BZP|
Mas geometricamente observamos que,

(AZC| — [AZP] [ACP]

[BZC|— [BZP] [BCP|
Seqgue dai que

AZ _ [AcP] A)
BZ |[BCP|
De maneira analoga, podemos provar que
% _ |ABP)] C_Y _ [BCP]. 2)
CX |ACP] AY |ABP]

Segue da equacao (1) e das equacoes (2) que
AZ BX CY _[APC| [ABP] [BCP]
BZ CX AY |[BPC] [ACP] [ABP]
(<) Suponha que as cevianas sao AX, BY e C'Z' todas se intersecta
em um unico ponto e a ceviana C'Z nao intersecta as outras duas ce-
vianas, ja citadas, em um unico ponto, como mostra a figura.

Figura 2: /lustracao refente a volta da demonstracao. [Fonte: Autores.]

Como consequéncia da primeira parte ja demonstrada sabemos
AZ' BX CY

BZ CX AY
no entanto, como hipdtese temos

que,

J

AZ BX CY

BZ CX AY

Az BX CY _AZ BX CY _

B7Z' CX AY BZ CX AY -

. A7’ AZ

por fim, cancelando os termos em comum temos 7 = —— , COMo

BZ
dentro de um segmento nao pode ter dois pontos denominando as

mesmas proporcoes para os extremos, isso implica que 2/ = Z.

a vista disso,
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Aplicacao do Teorema de Ceva. Dado o AABC Provemos que to-
das as suas bissetrizes sao concorrentes em um unico ponto que é
denominado Incentro.

Figura 3: Aplicacao do Teorema de Ceva. [Fonte: Autores.]

Solucao. Sem perda de generalidade, vamos supor que a bissetriz do
angulo ZBAC encontra o lado BC em P, da mesma forma, a bissetriz
do angulo ZABC encontra o lado AC em Q e a bissetriz do angulo
/ACB encontra o lado AB em R. Posto isso, usando o Teorema da
Bissetriz, sabemos que

AB _AC _ BP _AB
BP CP CP AC
Da mesma maneira, -
CQ_BC , AR _AC
AQ AB BR BC
Entao, multiplicando (3) e (4) obtemos: temos,

(3)

BP CQ AR _AB BC AC
CP AQ BR AC AB BC

BP CO AR

CP AQ BR
bissetrizes sao concorrentes.

‘ 4. O Teorema de Menelaus I

Teorema (Menelaus) Dado qualquer triangulo AABC, seja X um
ponto no prolongamento do lado BC e Y e Z pontos nos lados AC
e AB, respectivamente (ver figura 1). Os pontos X, Y e Z sao coline-
AZ BX (CY !

Portanto, como = 1 pelo Teorema de Ceva todas as

ares, se e somente se,

BZ CX AY

A,

Figura 4: Teorema de Menelaus. [Fonte: Autores.]

Demonstracao: Esta demonstracao € semelhante a demonstragao do
Teorema de Ceva, basta tracar os segmentos AX e BY.

Aplicacao do Teorema de Menelaus. No triangulo AABC, D é o
ponto médio de AB, E esta sobre BC, tal que BE = 2EC. Sabendo
que /ADC = /BAE, calcule o valor do Z/BAC

Figura 5: Aplicacao Teorema de Menelaus. [Fonte: Autores.]

Solucao: Aplicando Aplicando o Teorema de Menelaus no AC DB com
0 segmento de reta que contém os pontos A, F' e E, temos,

AD FB FC

=1 (5)
AB EC FD

Por outro lado, sabemos que AD =y e AB = 2y, além disso, EB = 2z
e EC =z e, por fim, F'D = z porque AADF. &€ um triangulo isésceles.
Substituindo essas informacoes na equacao a cima temos,

AD EB FC _y 2@ FC |

=== (6)
AB EC FD 2y z =z

FC — . n f
Logo, — =1 = F(C = z entao, o triangulo AAFC tambem isosceles,
4

sendo assim, ZFAC = /FCA portanto, para calcular ZBAC basta
visualizar o AADC por meio dele, sabemos que 2o + 25 = 180° =
a+ [ =90°=ZBAC, como queriamos descobrir.

A

Figura 6: Resolucao da aplicacao do Teorema de Menelaus. [Fonte:
Autores.]

‘ 5. Relacao dos Teoremas de Ceva e Menelaus |

Iremos agora relacionar os Teoremas de Menelaus e Ceva, antes de
apresentarmos esta relagao precisaremos da seguinte definicao,

Definicao 2. Dados os pontos A, B, M e N em uma reta cuja
distribuicao é da maneira como mostra a figura 7. Dizemos que
os pontos M e N dividem harmonicamente o segmento AL quando
NA MA , . .

~5 = k = i isto € quando M e N dividem o seguimento AB
em proporgoes iguais. Esses pontos sao chamados de conjugados
harménicos na razao K sobre AB.

Uma vez definido a nogao de conjugado harmdnico € possivel relaci-
onar, os teoremas de Ceva e Menelaus. Para isto em um triangulo
AABC, tome um ponto Y no lado AC' e um ponto Z no lado BC, de
modo que a reta ﬁ nao seja paralela ao lado AB, como mostrado na
figura abaixo.

Figura 7: Relacao entre os Teoremas de Ceva e de Menelaus via con-
jugados harmonicos. [Fonte: Autores.]

Como é possivel possivel ver também na figura acima, a reta V7 corta
0 prolongamento do lado AB no ponto X' e construindo a cevina que
sai do vértice C e que passa pelo ponto P onde as cevianas AX e BY
se intersectam obtemos o ponto X. Com essa informacoes podemos
aplicar os teoremas de Cerva e Menelaus no triangulo ABC formando
as seguintes equacoes:

Pelo Teorema de Ceva:

ZA BX CY_l
7B CX AY

Pelo Teorema de Menelaus:

ZA BX' CY_1
7B CX' AY

lgualando e simplificando as equacoes (7) e (8) teremos:

BX BX

= = o0 = X e X' sdo conjugados harmonicos

Com isso concluimos que o0s teoremas nao sao equivalentes, pois por
mais que tenham hipdteses muito parecidas os pontos X e X’ nao sao
0S mesmos, mas estes estao intimamente ligados pois sao conjugados
harmonicos de razao K sobre o lado AB do triangulo.

Podemos observar a relagcao entre Ceva e Menelaus pela otica de
qualquer um desses teoremas, isto €, a partir dos trés pontos coli-
neares do Teorema de Menelaus podemos sempre mover dois pon-
tos nos lados ou prolongamentos, preservando o terceiro ponto fixo e
a colinearidade, consequentemente, o posicionamento do seu conju-
gado hormdnico. Por outro lado, dadas trés cevianas que respeitem
o Teorema de Ceva, podemos sempre mover dois pontos nos lados
ou prolongamentos de lados que as definem, preservando de maneira
idéntica ao Teorema de Menelaus a posicao do terceiro ponto e nova-
mente do seu conjugado harménico.

Figura 8: Interacao dos conjugados harménicos. [Fonte: Autores.]

E muito mais facil observar esta relagéo através de um exemplo, a Fi-
gura 8 foi produzida por meio do GeoGebra, e através dela € possivel
ver que, quando movemos 0s pontos Y e Z mantendo as condicoes
dos Teoremas de Ceva e Menelaus, os pontos X e seu conjugado
harménico X’ mantém-se parados durante toda essa movimentacao.
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