‘ Resumo I

O famoso numero irracional w, cuja aproximacdo com seis casas decimais é
3, 141592, aparece em diversos contextos matematicos. No Ensino Basico, essa
constante € apresentada como fator no calculo do comprimento e area da circun-
feréncia. Neste trabalho, abordamos a nocao de = como sendo a razao entre
as medidas de comprimento e diametro da circunferéncia (de raio unitario) na p-
métrica. Nesta métrica, a distancia entre os pontos A(a,b) e X(z,y) € calculada
como sendo d,((a,b), (z,y)) = {/|z — al? + |y — bJP, ou seja, é uma generalizagdo
da métrica euclidiana quando substituimos p = 2. A construgdo de = sera tomada
de modo generico utilizando alguns conceitos do calculo diferencial e integral
adaptados para a metrica em questao. A partir dessa construcao, apresenta-
remos curiosidades e provaremos que se p e q Sao expoentes conjugados, ou
seja, quando % + % = 1, podemos concluir que os valores de © nas métricas p e
g Sao iguais. Para isso, mostraremos que o0s valores dos comprimentos de cir-
cunferéncia nas duas métricas coincidem quando p e q satisfazem a igualdade
acima.

‘ 1. Introducao |

Desde a antiguidade, tem-se a nocao de que a razao enire a medida do com-
primento de uma circunferéncia pela medida do diametro resulta em uma cons-
tante que hoje sabemos que € irracional (aqui tomaremos o0 m como essa razao).
Este numero independe dos tamanhos que se tenham no comprimento da circun-
feréncia e no seu diametro.

Diferentes métricas induzem diferentes geometrias, o que implica que objetos
que dependem das nocoes de distancia tém formas distintas. A circunferéncia,
por exemplo, altera a sua forma curva conhecida no R?. A nog¢ao de circun-
feréncia pode ser definida pelo conjunto de todos 0s pontos que tém uma mesma
distancia r, chamada de raio, de um ponto fixo (z., y.), chamado de centro da cir-
cunferéncia. Assim, para um métrica d dada, podemos expressar a equacao da
circunferéncia por meio da seguinte expressao d,((z,y); (z.,y.)) = r. O m, como
sendo uma constante relacionada a esse objeto tem seu valor alterado a medida
gque mudamos essa forma de calcular distancia, ou seja, essa métrica.

Um conjunto de métricas que causa essa mudanca no espaco é dado pelas p-
métricas. Essa é uma famosa familia de métricas e para valores de p especificos
temos outras métricas conhecidas. Para p = 1 e p = 2 temos, respectivamente, a
métrica de Manhattan e a métrica euclidiana, e ainda, quando p — oo € possivel
mostrar que isto resulta na métrica do maximo. Uma outra curiosidade € que
nessa métrica as circunferéncias tém formato de quadrado para alguns valores
de p.

‘ 2. Conceitos Basicos I

Definicdo 1 Uma métrica em R? é uma fungdo d : R* x R* — R que tem as
seguintes propriedades (Vz,y, z € R?):

(i) E definida positiva: d(z,y) > 0 e d(z,y) = 0 apenas quando z = y.

(i) E simétrica: d(z,y) = d(y, x);
(iii) Atende a desigualdade triangular: d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Definicdo2 Sejap > 1. A p-métrica d, : R* x R* — R, é definida por
dy((21,22), (y1,92)) = {/Tyr — 217 + [y — wof?.

3. Construcao de 7,

Um circulo de raio unitario centrado na origem é definido, de acordo com a métrica
d,, COMO:

Cp={(z,y) € R* 1 dy((2,),(0,0) = 1} = {(z,y) € R*: |2’ + [y|" = 1}.

O fato de considerar a circunferéncia de raio unitario e centrada na ori-
gem nao altera a generalidade do processo, como colocado por Euler e Sa-
dek(1999) em [2]. Utilizando a equacao do objeto acima de C,, foi cons-
truido no GeoGebra as circunferéncias na p—métrica para alguns valores de p.

Figura 1: Circunferéncias na p—métrica
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. ;o 1
O comprimento de arco € a integral de ds, = (|dz|P+|dy|”)» sobre C,. Dessa forma
podemos escrever m, COMO:
N
) |dx|.

1 11
m=y [ ol + gl =3 [ (1+
2 c, 2 c,

Como a figura possui simetria radial, o0 comprimento da circunferéncia sera oito
vezes o0 comprimento de arco calculado nareta z =0 a x = y. Fazendo x = y em
C, teremos » = 27'/? e sendo o didmetro igual a 2, podemos calcular o valor de

1 .
7, usando y = (1 — aP)r. Assim, tem-se:

8 27 1 p— Z 27l 1
sy (] () e ae=a [ e -

Observa-se que parap = 1 e p = oo tem-se m; = m, = 4, ja para p = 2, temos que
o € 0 N0sso valor familiar de 3, 1415....

dy

dx

—_

Tabela 1 - 7, para diferentes valores de p

p T

1 4
5/4 | 3,4809...
3/2 | 3,2597...
9/5 | 3,1550...

2 T
9/4 | 3,1550...

3 |3,25%4...

5 |3,4810...

00 4

O grafico a seguir nos mostra a variagcao do valor de 7w, em func¢ao de p, indi-
cando inclusive que o menor valor de 7, aparenta ocorrer quando p = 2, como
demonstram Adler e Tanton(2000) em [1]. Outra observacao feita, analisando a
construgao da tabela, € que os valores calculados numericamente de 7, e 7, sao
muito préximos sempre que
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Figura 2: Grafico de r,

‘ 4. Propriedades de p |

Teorema 1 Paracadapem1 < p <2 existeumqg em?2 < q < oo tal que 7, = 7,
desde que  + . = 1.

Demonstracao: Para mostrar que 7, = m, mostraremos que a integral do com-
primento de arco de 7, e 7, sao iguais. Calculando o comprimento de arco com
r = hi(t) e y = ho(t), onde t € [0,00), teremos que dx = hi(t)dt e dy = hi(t)dt e
entao,

sy~ [ (P + o)

O ¢ foi escolhido de modo que t%? seja a inclinacéo da reta que passa na origem
até o ponto (hy(t), hao(t)) em C,.
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Figura 3: O parametrot e a relacado com h, e hs
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Vamos agora encontrar as expressoes de h; € hy. Pela equagao da circunferéncia
em C,, tem-se:

()P 1
& (el
= 1+ [EP =@ = (@) =0+®)T

|hi(®)]P + |he(t))P =1 = 1+

Para obter hy(t) basta dividir a mesma expressao por hy(t) e segue analogamente.
Parametrizando C, de modo analogo com x = s(t) € y = so(t), obtemos:

—1

sit) = (P17 e st)=(tP+1)7
Considere F'(t) = —hyso + s1the. Emt =0et — cotemos que h; = sy € hy = 59 €

ainda F(0) = 0 e lim,., F(t) = 0, entdo [, F'(t)dt = 0. Essa equagdo pode ser
escrita como

F(t)=—hsy+s1hy = F(t) = —hisy = hasy + hysi + hasy,

Logo,
/ —h' 8o — hish + his + hesidt = 0
0

/ (—h}sy + hysy)dt = / (—has| + hysh)dt (1)
0 0

Agora vamos mostrar que a integral no lado esquerdo de (1) pode ser escrita
como:

By + Hysy = (|BS |7 + |Ry P 2)

Para provar isso, primeiro transformaremos o lado esquerdo da igualdade acima
da seguinte forma:

1 1
—hi 1S9+ hysy = —( — ];) (17 + 1)_%qtq_1(t_p + 1)‘%
1 _ptl _1
H(= ) )T (g 4 1)
= Yy 1 F )i F),
p

Manipulando o lado direito de (2), temos:

1
p 2
1 1 !
(1WLJP + |JP)p = [((tq+1)p§1qtq1> + ((tq+1)p}51qt<q+”> ]

p p

= Gy 1) @+ 1 (F)

p

Desse modo o integrando do lado esquerdo de (1) é igual a ds,. Com um argu-
mento analogo é possivel mostrar que a integral do lado direito de (1) é igual a
ds, € entao temos que ds, = ds,.

‘ 5. Consideracoes Finais |

Verificamos até aqui que 7 assume diferentes valores quando mudamos a nossa
maneira de calcular distancias, ou seja, a métrica. Além disso, vimos que 0s
valores que encontramos ao calcular = em um conjunto especifico de métricas,
as p-métricas, assumem minimo em p = 2 e que eles sao iguais quando esses
valores de p tem a caracteristica de serem expoentes conjugados. Algo interes-
sante a se observar € que o menor valor de 7 aparenta ocorrer quando p = 2
nesse conjunto de métricas, e que além de um forte candidato a minimo, esse
valor é o Unico minimo, olhando essa constante como uma funcao de p. Tanto a
minimalidade quanto a unicidade sdo demonstraveis.

Outra interessante observacao que pode ser feita é que para diferentes valores
do nosso parametro ¢, temos diferentes valores para os comprimentos até deter-
minado ponto, mas considerando todo o comprimento da bola em questao, se
tomarmos dois valores de p e ¢ tais que ]1? + é = 1, entao os comprimentos das
circunferéncias C, e C, sdo os mesmos. O que nos mostra um certo sentido de
simetria em relacao aos resultados obtidos para = nas p—métricas.
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