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Introducao

Mecanica celeste € uma das principais areas da ma-

tematica e sem duvida também uma das mais antigas.
Hoje o estudo na area da Mecanica Celeste é tao amplo
gue atinge praticamente todos os ramos da matematica, acei-
tando quaisquer dos enfoques matematicos (matematica pura
e matematica aplicada). Em particular, as Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias tem ainda um grande campo de estudo para
0s problemas de dinamica. Alguns problemas especificos da
Mecéanica Celeste, por proporcionarem aos estudiosos do
tema uma fartura tedrica consideravel, se eternizaram na area
e recebem o nome de problemas classicos, em suma, o pro-
blema dos dois corpos e o problema restrito dos trés corpos.
Mesmo antigos tais problemas, a exemplo das configuracoes
centrais, ainda sao fonte de muita pesquisa do mais alto nivel.
Problemas mais recentes como o problema do Equilibrio rela-
tivo dos quatro corpos vém sendo exaustivamente estudados
por diversos grupos de pesquisa, trazendo um enorme be-
neficio para diversas areas da matematica, em especial para
a Mecanica Celeste e Sistemas Dinamicos.

O presente plano de trabalho desenvolve o estudo da
estabilidade das solugoes relativas no problema restrito dos
guatro corpos, mais concretamente, trata sobre sistemas line-
ares, sistemas Hamiltonianos do Problema dos Quatro Cor-
pos, que € um Sistema Hamiltoniano nao linear. A priori,
consideraremos trés corpos no plano, os quais denomina-
remos de primarios. As massas desses primarios sao my, m;
e mo. Para a formulacao do problema, tomaremos m; = mo €
gue 0s primarios com massas mj € my orbitam o primario de
massa mg em uma orbita circular e se encontram em lugares
simetricos em relacao ao corpo de massa my, ou seja, 0S cor-
pos de massa m e mo sempre distam o diametro da circunfe-
rencia descrita pela orbita destes. Consideraremos um outro
corpo de massa ms que se move no mesmo plano que os
outros trés corpos. Tomaremos esse corpo de forma que sua
massa nao seja consideravel a ponto de mudar a trajetoria
dos outros corpos perante a forga gravitacional Newtoniana.
Nosso problema restrito circular planar, consiste em descre-
ver 0 movimento do quarto corpo, onde a unica forca exercida
no problema seja a for¢ca de atracao gravitacional newtoniana.

Objetivos do trabalho

OBJETIVO GERAL: Descrever o0 movimento de um
corpo de massa infinitesimal submetido unicamente a acao
gravitacional newtoniana de outros trés corpos no espaco.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1 Encontrar as equacoes do movimento do corpo de massa
infinetisimal e suas respectivas solugoes.

2 Encontrar o Hamiltoniano do problema e seus respectivos
pontos de equilibrio.

3 Analisar, através da Hessiana, a natureza desses pontos de
equilibrio.

4 |dentificar a estabilidade de cada solucao de equilibrio do
problema.

Metodologia

Para o proceder metodologico foi utilizado o método de-
dutivo, uma vez que, tinhamos as premissas (hipoteses) como

verdadeiras, € as usariamos para chegar na conclusao do que
qgueriamos. O tipo de pesquisa utilizada foi a pesquisa bibli-
ografica, ja que, o trabalho foi realizado com base em outros
trabalhos, principalmente no trabalho citado em [3].

Apresentacao e Discurssao dos Dados

A priori foram feitas a analise e a formulacao do pro-
blema utilizando a isomorfia que existe entre o0 R? e C, uma
vez que, as propriedades de C facilitariam as contas. O pri-
meiro resultado obtido apos a formulacao do problema foram
as esquacoes do movimento do corpo de massa ms.
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Foram calculados as solugcoes de equilibrio das
equacoes do movimento as quais observamos que coincidiam
com 0s pontos de equlibrio da funcao ¢(zx, y). Obtivemos seis
pontos de equilibrio L;(u); : =1,2,3,4,5,6.

Figura 1: Pontos de equilibrio relativo dispostos em suas
posicoes no plano.

Natureza das solucoes de equilibrios

Agora escreveremos as equacoes do movimento na sua
forma hamiltoniana, calcularemos as solucoes de equilibrio
do sistema hamiltoniano correspondente e a natureza dessas
solucoes de equilibrio. As equacoes do movimento na forma
hamiltoniana sao:
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com U(x,y) sendo
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A funcdo H : E — R? induz o campo vetorial X =
(Hy,, Hy,, —Hz,, —Hz,). Um ponto p € E ¢é dito ponto de
equilibrio do sistema (2), quando Xg(p) = 0. De (2) e
da expressao obtida para a funcao hamiltoniana H, segue
que um ponto de equilibrio (xq, z9,y1,y2) de (2) é dado por
(1,9, —x1, —22), ONde x| € xy satizfazem
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Portanto cada um dos seis pontos criticos de ¢(z,y) nos da
uma solucao de equilibrio para o sistema hamiltoniano (2).

A partir da analise do polinbmio caracteritico da matriz da
parte linear do sistema (2), obtivemos 0s seguintes resultados
sobre as naturezas das solugoes de equilibrio:

1 Os pontos de equilibrio correspondem a centro parabdlicos,
quando u = 0.

2 Para 1 € (0,1/2], os pontos de equilibrio colineares (L;; i =
1,2,3,4) sao sela centro.

3 Os pontos de equilibrio triangulares (L;;: = 5,6), para
0 < u < ug, SA0 centro genéricos. (up € 0 unico ponto que
satisfaz §(ug) = 1, onde 5 = ¢uyu, Puyry)

4 Os pontos de equlibrio triangulares sao centro degenera-
dos do sistema hamiltoniano (2), quando u = puy.

5 Os pontos de equilibrio triangulares sao sela complexa do
sistema hamiltoniano (2), quando g < u < 1/2.

Conclusoes

A questao vinculada ao estudo da natureza das solugoes
de equilibrio, € o estudo da estabilidade descrita por Liapu-
nov. Esse estudo € de suma importancia para sabermos, se
ao colocarmos o corpo de massa mgs, com velocidade relativa
nula, perto o suficiente de um ponto de equilibrio L;, se ele
permanecera assim. Se o ponto de equilibrio for estavel, isto
acontecera, caso nao seja, se o ponto for instavel em algum
momento o ponto ficara o corpo ficra distante do ponto.

Seguindo a descricao feita por Liapunov, se uma posicao
de equilibrio L, é estavel entao os autovalores da parte linear
do sistema sao todos imaginarios puros. Portanto se existe
um autovalor com parte real diferente de zero, a posicao de
equilibrio é instavel.

Como consequéncia do que foi descrito acima segue que:

1 Para 1 = 0, todas as solucdes de equilibrio sao estaveis.

2 Quando i € (0,1/2] as solugoes de equilibrio colineares sao
instaveis para o sistema linear e consequentemente para o
sistema (2).

3 Para u € (0, up), as solugoes de equilibrio triangulares sao
estaveis.

4 Para i € (ug, 1/2] as solugoes de equilibrio triangulares sao
instaveis, tanto para o sistema linearizado quanto para o
original, pois todos os autovalores possuem parte real nao
nula.
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