ESTABILIDADE LINEAR DO PENDULO DE GALILEU

Introducao

Em mecanica classica, um dos estudos mais relevantes
ao longo dos séculos foi referente a do movimento harménico
simples, onde o mais influente experimento é o péndulo sim-
ples, desenvolvido pelo célebre cientista Galileu Galilei em
meados do século XVII. Historicamente, o problema surgiu
de maneira extremamente intuitiva, advindo das observacoes
feitas por Galileu Galilei, ao analisar a forma como os candela-
bros oscilavam na catedral de Pisa, analisando as frequéncias
e amplitudes em funcao do tempo.

A comudidade cientifica apropriada do formalismo ma-
tematico desenvolvido no século XVIlIl e do apogeu da
Mecanica Celeste, expandiu os estudos obtendo inumeras
variacoes deste fenOmeno, e até hoje ha um arsenal signifi-
cativo de pesquisas feitas por cientistas conceituados mundi-
almente que o ponto de partida é o estudo advindo de Gali-
leu. Dois séculos depois da descoberta de Galileu, na Russia,
o matematico Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, desenvolveu
uma teoria que nos ajuda a concluir analiticamente se os pon-
tos de equilibrios encontrados do sistema diferencial associ-
ado é estavel ou instavel.

Resumidamente, para estipular a estabilidade do ponto
de equilibrio, pelo metddo de Lyapunov, deve-se determinar
uma funcao com determinadas condicoes de continuidade
e diferenciabilidade na vizinhanca dos pontos de equilibrios.
Como veremos, ao longo do texto, a equacao do movimento
do péndulo simples com ponto de suspensao fixo ou vari-
ando por uma lei harmonica, pode ser descrita por um sis-
tema Hamiltoniano nao linear. Em seguida, pela técnica de
linearizacao de sistemas nao lineares em torno de pontos
de equilibrios, obteremos o sistema Hamiltoniano linear, com
a funcao Hamiltoniana sendo quadratica. Admitiremos que a
funcao de Lyapunov seja a funcao Hamiltoniana obtida. Apli-
cando o método de Lyapunov, iremos verificar se 0s pontos
criticos encontrados sao estaveis no sentido de Lyapunov ou
instaveis.

Objetivo

Este trabalho tem como objetivo estudar a estabilidade li-
near no sentido de Lyapunov do péndulo de Galileu, para atin-
gir tal objetivo, faremos uso da Teoria Qualitativa das EDO’s.

Metodologia

Para alcancar os resultados obtidos, os autores fizeram
uma revisao bibliografica da teoria das Equagoes Diferenci-
ais Ordinarias, em reunioes presenciais, a priori, e posterior-
mente por videoconferéncia, devido a pandemia da COVID-
19.
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Figura 1: llustragcao de um péndulo
Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere acima a ilustracao que representa o péndulo de
Galileu, no qual I é o vetor posicdo da massa fixada no bulbo
do péndulo suspensa do ponto O e de comprimento [ = |f|, P
€ 0 vetor peso da massa, u; € 0 vetor unitario na direcao de
I'e uy é o vetor unitario perpendicular a ' e sua diregdo esta
para sentido de crescimento do angulo 6. Os vetores u; € uy
acompanham o péndulo no seu movimento.

A partir da formulacao matematica do problema, encon-
tramos

2
a _ do
—T + mgcos (0) = ml (%)

—mgsen (0) = ml%.

(1)

como a equagao que descreve o movimento do péndulo de
Galileu.

Posteriormente, encontramos F; = (0,0) como ponto de
equilibrio. Encontrado o ponto de equilibrio, fizemos a analise
de sua estabilidade, usando o seguinte resultado:

Teorema 1 (Teorema de Lyapunov) Dada uma fungao V de-
finida em alguma vizinhanca D de (6y, ¢p) que seja continua,
que V possua derivadas parciais continuas em D, V (6, ¢g) =
(0,0), V(0,¢) > 0,Y(0,¢) # (6y,¢g) € que 0S pontos que sa-
tisfazem V(0,¢) = C formem uma curva fechada em torno
de (6, ¢g) para toda constante C' para as quais estas curvas
estejam em D. Entao :

1.Se V (8, ¢) < 0,Y(6, ) em D, (6, o) é estavel;

2.Se V(6,¢) < 0,Y(0,¢) em D, (6y,¢y) é assintoticamente
estavel;

3.Se V(4,$) > 0,V(6, ¢) em D,(fg, ¢p) é instavel.

Vamos assumir que a fung¢ao de Lyapunov do péndulo
é dada pela funcao Hamiltoniana do sistema. Neste caso, a
funcao Hamiltoniana do sistema é dada por:

1
VW#ﬁEfﬂ&¢%=§wz+¢5 (2)
Resultado 1 Assumimos V' definido em (2) definido em uma

vizinhanga de (0,0), V' € continua, possui derivadas continuas

em (0,0), V > 0eque V(1, p) = C € um circulo com centro em
(0,0) e raio v2C; C > 0. Logo, segue que a origem do sistema
é um ponto de equilibrio estavel, que pode ser representado
geometricamente por:

e

Figura 3: EstabiliadAe no sentido de Lyapunov
Fonte: TORRES (2017).

Conclusao

Inicialmente, fizemos a modelagem matematica do pro-
blema. Partindo disso, usando a teoria Hamiltoniana, encon-
tramos o sistema Hamiltoniano associado para poder fazer
a analise da estabilidade do ponto de equilibrio encontrado
Py =(0,0).

Para saber a natureza dos pontos de equilibrios, isto €, se
analiticamente os pontos de equilibrio sao estaveis, utilizou-
se o critério imposto por Lyapunov, para saber da estabilidade
ou instabilidade do ponto de queilibrio F,, pertinentes ao pro-
blema do Péndulo de Galileu, alvo do estudo estipulado nesta
pesquisa. Com a teoria de Lyapunov, podemos concluir que o
sistema é estavel numa vizinhaca proxima de F,.
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