1. Estudar algumas definicoes e teoremas relacio-
nados a Teoria dos niimeros;

2. Provar teoremas e proposicoes relacionados ao
numeros inteiros;

3. Apresentar alguns testes de primalidade deter-

ministicos e probabilisticos:

4. Compreender e demonstrar os conceitos relaci-
onados aos testes de primalidade.

Os nameros primos desempenham um papel fun-

damental no estudo dos inteiros e nas técnicas
de criptografia. Os gregos foram os primeiros

a perceber que qualquer numero natural pode
ser gerado pela multiplicacao de numeros primos,
também chamados de blocos de construcio.

Definicao 1: Um ndmero inteiro n > 1 pos-
suindo somente dois divisores positivos nn e 1 é
chamado primo.

Teorema Fundamental da Aritmética:
Todo inteiro positivo n > 1 pode ser decom-

posto de meneira Unica, a menos da ordem dos
fatores, como um produto de primos.

Teorema de Euclides: Existe uma infinidade
de numeros primos.

O problema de fatorar nimeros compostos gran-
des é algo dificil até mesmo para computadores
atuais. Razao pela qual os testes de primalidade
sao essenciais para verificar a primalidade de um

numero. Todos os testes eficientes conhecidos
até o momento, sejam deterministico ou proba-

bilistico, baseiam-se no pequeno teorema de Fer-
mat.

Definicao : Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a
é congruente a b médulo n, escrevemos a = b
(mod n) se n | a — b, ou seja, existe um k € Z
tal que a = b+ nk. .

Exemplo 2: Temosque 7 =2 (mod 5). Caso

contrario, denotamos por a = b (mod n) e
chamamos de incongruente.

Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um
nimero primo e a um numero inteiro qualquer,

entdo p | a’ — a.

Definicao 3: Um nimero composto n é dit
pseudoprimo na base b > 1 se V"' =

(mod n). .

Exemplo: O nimero 341 = 11 - 31 é pseudo-

primo na base 2, pois 2°* = 1 (mod 341). A

existencia de pseudoprimos atesta que reciproca

do Teorema de Fermat Il n3o € verdadeira. Mas
pseudoprimos sao raros. Por exemplo, ha apenas

245 pseudoprimos na base 2 entre 1 e 1 milhao.
Podemos_aumentar ainda mais a eficiéncia do
teste de Fermat (contra-positiva do Teorema de

Fermat Il) aplicando-o para vérias bases. Ob-
serve que no caso de 341, temos 3340 = 1

(mod 341), portanto 3 é testemunha de que 341

é composto, pela contra-positiva do Teorema de
Fermat |l.
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Definicao : Um inteiro positivo composto n é
nimero de Carmichael se satisfaz a congruéncia
b =1 (mod n) para todo os inteiros b, 1 <
b<n—1.

Um teste de primalidade € qualquer algoritmo
que determina se um inteiro € primo ou com-
posto. Um teste deterministico é o que deter-
mina com toda certeza se o inteiro dado € primo

ou composto. Segundo (ANDRADE, 2017 P.41)

" Os testes probabilisticos sdao aqueles que retor-
nam uma resposta com um percentual de con-
fiabilidade e utilizam nimeros gerados aleatoria-
mente para a sua execucao. Esses tipos de teste
podem indicar, com certa probabilidade, que um
inteiro € primo. S3o apresentados dois testes de-

terministicos: Divisdo sucessiva e teste de Lucas.
E um teste probabilistico: teste de Miller.

Divisao Sucessiva: Seja n um ndmero natural
composto, entao n tem um divisor primo p tal

que p < /1.

Exemplo: Vamos determinar se 127 é primo.

Como /127 é um pouco maior que 11, basta
testar a divisibilidade de 127 pelos primos 2, 3,
5, 7 e 11. Como 127 nao é divisivel por nenhum
destes numerosm, entao € primo.

Teste de Miller: Seja um inteiro impar n >
Del < b < n—1, b € N. Entao,
n — 1 é par e fatorando-o, obtemos n — 1 =

2%, k > 1 e g impar. Calcule as poténcias

k—1 k . .
be, 6%, ... 6% 1. p71 = b Se n for primo,
entao pelo menos um dessas poténcias tem que
ser congruente a — 1 médulo n ou b7 = 1

(mod n). Se nada disso acontencer, entdo n é
composto

Exemplo: Seja n = 104513. Temos que

n—1 = 104513 = 2 .1633 entdio k = 6 e
= 1633. Tomando b = 3 vamos analisar as

congruéncias: 3'633 =1 (mod 104513)
321633 = 889582 = 10430 (mod 104513)

3271633 = 104302 = 91380  (mod 104513)
3271633 = 91380% = 29239 (mod 104513)
321633 = 992392 = 2781  (mod 104513)
3271633 = 97812 = —1  (mod 104513)

/

Portanto, conclui-se que n é provavelmente
primo.

Teste de Lucas: Seja n um inteiro positivo

impar e b um inteiro tal que 2 < b <n —1. Se
! = 1 (modn) e bUP = 1
(mod n), para cada fator primo p de n—1, entdo
n é primo.

Exemplo: Testar que 7 é primo. Temos que
n=7e2<b<6.n—1=6=2-3. Paraabase
b=2,12argumento: 2° =1 (mod 7) <= 7|
(2°—1) = 7| 63 =9, 12 argumento valido. 2°
argumentoe g =2: 20221 (mod 7) < 7|
(2° —1) = 7| 7 =1, 22 argumento invélido.
Agora para base b = 3: 1° argumento: 3’ =1
(mod 7) <= 7| (3" = 1) = 7 | 728 = 104,
1° argumento valido. 2° argumento e ¢ = 2:
30221 (mod 7) <= 7| (3 —1) = 7126,
2° argumento valido. Para ¢ = 3, 353 # 1

(mod 7) <= 7| (3° = 1) = 7%8 também
valido. Logo, 7 é primo.

Este trabalho apresentou um estudo sobre as
propriedades dos numeros inteiros, resultados
basicos sobre numeros primos e a descreveu al-
guns testes de primalidade. Testes de primalida-
des s3o essenciais para determinar nimeros pri-
mos e estes nlimeros sao primordiais para a segu-
ranca da criptografia R.S.A., cuja implementacao
necessita ter a disposicao um estoque de niimeros
primos grandes.
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