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1. Introdução

No contexto matemático, há vários conjuntos númericos, em parti-
cular, encontramos o conjunto dos números irracionais, que possui
elementos como as raı́zes n-ésimas de números primos e também
as constantes π e e (o número de Euler). Um número é dito irraci-
onal quando não pode ser representado em forma de fração entre
dois inteiros, o que equivale geometricamente a noção de incomen-
surabilidade entre segmentos.
De acordo com Gonçalves e Possani (2009), os pitagóricos ti-
nham conhecimento suficiente para “elaborarem a famosa prova por
redução ao absurdo de que o lado e a diagonal de um quadrado são
incomensuráveis”. Esse fato mostra que a técnica de redução por
absurdo está presente na matemática desde a Antiguidade.
Segundo Morais Filho (2013), o método consiste em supor que uma
sentença do tipo “se H, então T ” não ocorre e a partir disso obter
uma contradição ∼ Q

∧
Q. A validade desse tipo de demonstração é

garantida pela equivalência

(H −→ T )⇐⇒ ((H∧ ∼ T ) −→ (∼ Q ∧Q)).

A partir disso, temos a seguinte questão: como a técnica de redução
ao absurdo está relacionada à irracionalidade de alguns números,
como as raı́zez n-ésimas de primos, o número de Euler (e) e o π?

2. Objetivos

O objetivo traçado neste trabalho é apresentar a relação que existe
entre alguns números irracionais e a demosntração por absurdo, re-
alizando, para tanto, um breve estudo sobre os números irracionais
e sobre essa técnica de demonstração.

3. Metodologia

Fizemos uso de pesquisa bibliográfica, de cunho qualitativo, a
partir da qual obtemos definições, propriedades relativas aos
números estudados e resultados preliminares que nos auxiliaram
nas demonstrações das irracionalidades e fundamentaram os resul-
tados.

4. Apresentação e discussão dos dados

4.1 Irracionalidade da raı́z n-ésima de um número
primo
Definimos que um número p ∈ N é primo se p 6= 1 e se os únicos
divisores de p são 1 e p.
Consideremos o seguinte resultado P1: Seja p primo tal que ab é di-
visı́vel por p, então a ou b também será divisı́vel por p (ver Gonçalves,
2003) Iremos usá-lo para demonstrar o Teorema 1.
Teorema 1. Se p ∈ N é um número primo e n ≥ 2, então n

√
p é irraci-

onal.
De inı́cio, suponha, por absurdo, que n

√
p é um número racional, isto

é, pode ser escrito como n
√
p =

a

b
, com a, b ∈ N e primos entre si.

Dessa forma, podemos escrever

p =
an

bn
⇒ an = pbn. (1)

Assim, temos que an é divisı́vel por p. Logo, por P1, a também é
divisı́vel por p, isto é, podemos escrever a = pk, com k ∈ Z. Agora,
substituindo a = pk em (1), obtemos

(pk)n = pbn⇒ p · pn−2kn = bn.

Fazendo pn−2kn = h, ficamos com bn = ph. Uma vez que bn é di-
visı́vel por p, por P1 teremos que b é divisı́vel por p, ou seja, podemos
escrever b = ps, com s ∈ Z. Dessa forma, temos que tanto a quanto
b são múltiplos de p, o que é um absurdo.

4.2 Irracionalidade de e
O número de Euler é uma das constantes mais conhecidas da Ma-
temática, aparecendo em diversos contextos. Por exemplo, pode ser

obtido através do limite lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e. Este número pode ainda

ser representado por uma série, obtida através da Série de Taylor da
função exponencial f (x) = ex. Precisamente, temos

e =

∞∑
n=0

1

n!
= 1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

Vamos mostrar a irracionalidade desse número, usando para isso
a técnica de redução ao absurdo e o fato de que em uma série

geométrica, para 0 < r < 1, temos
∞∑
n=1

rn =
r

1− r
.

Teorema 2. O número de Euler (e) é irracional.
Suponha, por absurdo, que e seja um número racional, ou seja,
e =

p

q
, com p, q ∈ N. Dessa forma, segue que

p

q
−
(
1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

q!

)
=

∞∑
j=q+1

1

j!

Considerendo a série geométrica com razão r =
1

q + 1
, temos que

∞∑
j=q+1

1

j!
<

1

q!

(
1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+ · · ·

)
=

1

q!
· 1
q
,

obtendo, assim,

0 < q!

(
p

q
− 1− 1

1!
− 1

2!
− 1

3!
− · · · − 1

q!

)
<

1

q
.

Como os denominadores 1!, 2!, · · · , q! são divisores do fator q!, o
termo do meio da inequação acima é um número inteiro. Logo,
terı́amos um inteiro entre 0 e 1, o que é um absurdo.

4.3 Irracionalidade de π
Uma das principais definições do número π está relacionada com a
razão entre o comprimento de uma circunferência e seu diâmetro.
Provavelmente, este é o número irracional mais conhecido. Ape-
sar dessa polularidade, a demonstração da sua irracionalidade,
utilizando-se da redução ao absurdo, usa argumentos mais elabo-
rados do que os das demostrações anteriores.

Representação geométrica de π

Consideremos a função f (x) =
xn(1− x)n

n!
, em que n ∈ N. Em Mo-

raes Júnior (2015), mostra-se que Dkf (0) e Dkf (1) são números in-
teiros para qualquer k ∈ N. Além disso, outro resultado que nos
ajudará na demonstração da irracionalidade de π é o Teorema Fun-
damental do Cálculo, que nos diz que se g : [0, 1]→ R é uma função
continuamente derivável em [0, 1], então

∫ 1
0 g
′(x) dx = g(1)−g(0). Sua

demonstração consta em Stewart (2013). A partir desses fatos, va-
mos provar o seguinte teorema.
Teorema 3. O número π é irracional.
Suponhamos, por absurdo, que π2 = p

q , com p, q ∈ Z e q 6= 0. Defina-
mos a função

F (x) = qn{π2nf (x)− π2n−2D2f (x) + · · · + (−1)nD2nf (x)}.

Uma vez que Dkf (0) e Dkf (1) são inteiros e da suposição de que
π2 = p

q , com p, q ∈ Z, segue que F (0) e F (1) são inteiros. Além disso,
temos que

{F ′(x)sen(πx)− πF (x)cos(πx)}
′
= sen(πx){F ′′(x) + π2F (x)}.

Calculando a segunda derivada de F , com a derivada de ordem 2n+2
de f é nula, obtemos que

sen(πx){F ′′(x) + π2F (x)} = pnπ2f (x)sen(πx).

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, com g(x) = F ′(x)sen(πx) −
πF (x)cos(πx), temos

pnπ2
∫ 1

0
f (x)sen(πx) dx = πF (1) + πF (0)⇒

pnπ

∫ 1

0
f (x)sen(πx) dx = F (1) + F (0).

Por outro lado, para 0 < x < 1, temos 0 < f (x) <
1

n!
. Daı́, segue que

0 < πpn
∫ 1

0
f (x)sen(πx) dx < π

pn

n!

∫ 1

0
sen(πx) dx =

2pn

n!
,

Como lim
n→∞

2pn

n!
= 0, podemos tomar um n ∈ N suficientemente

grande tal que
2pn

n!
< 1. Daı́,

0 < πpn
∫ 1

0
f (x)sen(πx) dx < 1

e, portanto, temos que 0 < F (1)+F (0) < 1, o que é um absurdo, pois
F (0) e F (1) são números inteiros.

5. Considerações finais

Neste trabalho, utilizamos técnica de redução ao absurdo para pro-
var a irracionalidade de π, de e e de raı́zes n-ésimas de primos. Em
cada uma das demonstrações usamos as definições e/ou proprieda-
des de cada um desses números para, a partir da suposição de que
poderiam ser escritos como uma fração irredutı́vel entre números in-
teiros, chegarmos a um absurdo. Concluı́mos, dessa forma, que a
demostração da irracionalidade desses números está intimamente
ligada a técnica de redução ao absurdo.
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